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ランダムなので N 掴の実酉有値もランダムだが それらはもはや独立ではない.
N 個の実固有値を直線上の N 粒子の位置と見なそう.すると粒子間に〈距離に反







































































2.任意の wεQに対して， ωを冨定したとき B(t，ω)はtの関数として連続な実数
値関数である.(このとき経路が連続であるという.)




J _iy-x)~~ ， t>Oぅ x，yEIl{firt ~--r l 2t J 、???????
とおくと伎は実数全体の集合を表す)， Brown 運動が各時刻 tj ぅ l~j~lvI で区間
[αj， bj]に滞在する確率は
/ rb] rbJ¥f M-1 
P(B(ち)ε[α1，bj]，j=1， ι) = I dXl'" I dXM rp(tj+1ー いj十11Xj)
で与えられる.
この積分核である p(t-s， ylx)を.Brown運動の推移確率密度関数(遷移確率密度
関数〉というえ任意の時刻 s三o~こ対して，その時刻での Brown 運動の値 B(s) が与
えられると.[Jそれ以前のBrown運動 B(叫，U く sとそれ以後のBrown運動 B(のうt>s
lnは標本空間， nの部分集合 Acnは事象を表すが，:F tま事象全体の集合であり， σ加法族(加




:Fsc 九 c:FラO三s<仁(i)各 tに対して九は σ加法族をなす，という 2条件を満たすものである.
(n，:FラP;{五}色。)をフィルター付き確率空間という.
δ1δ2 


















dを自然数とする :dEN三 {1ヲ2，...}.d次元Brown運動l1(t)= (131(t)，・・・ぅ13d(t)
の原点からの距離
X幼(t)= IB(t)1 = j131(t)2 + 132 (t)2 +・・・ +13d( t)2 (1.2) 
は(非負値) 1次元拡散過程となる.これをd次元Bessel過程という.d次元Bessel
過程 X(d)(t)，d E Nの推移確率密度関数p(d)(t， ylx)は
として，
p(d) (t， ylx) 
p(d) (t， YIO) 









r(z) = 100 e-Uuz-1du Reu > 0， (1.5) 
己)() (z/2fn十ジι(z) ==ム〉d; F(n+1)F(ν+η+1)' (1.6) n=O 
このように，推移確率密度関数が Bessel関数で表されるので，この確率過程 X(d)(t)




















る場合は (Z)tニ Oである.また，確率過程 Z(t)ぅZ(t)に対して
(Z， Z)t三 j{(Z+Eh-(Z一九)
と定義し，さらにdZ(t)dZ(t)= d(ZぅZ)tという記法を用いることにする.Brown運動








5確率変数の列 {Xn}~=l と確率変数 X が同ーの確率空間 (0 ぅ Fぅ P) で定義されているものとする.




で，d次元Brown運動B(t)= (Bl(t)ぅB2(t)ぅ・・，Bd(t))に対してdBj(t)dBk(t)= djkdt 
が成立する.多次元の場合でも dMj(t)dMk(t)ぅ1壬j，k壬dが与えられるとマルチン
ゲール M(t)= (lvf1(t)， Nf2(t)，・・ラ!vld(t)が一意的に決まることが知られている.
Z(t) = (Zl(t)ラZ2(t)，..・，Zd(t))をマルチンゲール部分が M(t)，有界変動部分が




= >~士一(Z(t)) (dMj(t) + dAj(t)) 
一…-
~δ2F 




F(x) =必エ14としてこの公式を (1.2)に適用すると，d祝 Bessel過程の確率
微分方程式が
d-l 
dX (d) ( t) = dB ( t) + C¥: ~\ ; _L ¥ dt2X(d) (t) (1.8) 
で与えられることが導かれる.したがって d>lのときd次元Bessel過程は半マルチン
d -1 rt ds 
ゲールであり，そのマルチンゲール部分は君主own運動，有界変動部分法<N~ ~ I→で一2 んえ(d)(り
であることになる6.(1.8)の形の確率微分方程式に次の形の偏微分方程式を対応させる:
1δ2 d-1δ 
52u(tJ)=EZF(tぅX)+ ヲ~aXU(t，X)・ (1.9) 
これを後進 Kolmogorov方程式という [13ぅ3]. (1.4)式で与えられる d次元 Bessel
過程の推移確率密度関数p(d)(t，ylx)はこの偏微分方程式の基本解 (t= 0で d(X-y) 
となる解)である.
1.3 Karlin・McGregorの公式
2つの 1次元拡散過程 XllX2において，X1(ァ)= X2(ァ)であるとき，この2つの過
程は時刻 T で衝突したという.また，X = X1(ァ)= X2(ァ)を笹突点とよぶことEこする.
これは，時空平面において 2本の経略が衝突〈交差)することを意味する.N粒子拡
6(1.4)の上式で dニ 1φν=-1/2とすると (I-l/2(Z)= YI2万五)cosh zなので)， p(リ(t，ylx)= 
p(t， ylx) + p(t， yl -x)を得る (pは熱核(1.1)).これは原点に反射壁のある l次元反射壁 Brown運












関数とする.1¥f 1胃の始点 ZJ7j=17Z..ラN とN椙の終点 Yj，j = 1，2，・ぺlvがそれ
ぞれ引く X2く・・・く XNとYlくめく・・・く YNを満たすとする. このとき，N本の
経路が時間区間 [8ぅt]で非衝突である確率密度関数は行列式 det ig(SぅXj;t，仇)1で
I三j，kSNL-， ~ -. J 
与えられる.
証明 行列式の定義より




2こする・句 εnいう勾;tぅゐ(j))ぅj= 1，2，..笥N とすると， (1.10)は，置換 σとN 本の
経路の組(σぅπ1，...，7rN)に対する母関数とみなせる.この組 (σ?引い・ ，7rN)のうち，少
なくとも 1自は経路の衝突があるものを選ぶ.それに対して
ア二 sup{8くu< t : 7rlぅ ，7rNのいずれかが時刻 uで笹突)




向 1= 7rtl (→v)π1'1 (υ →)ぅ 九二九(→ V)7rt2 (v→) 
と書くこと;こする.図 2のように，衝突点 uで経路を入れ替えたものを
41=π川→v)πら(む→)， 7r~2 向2(→む)πl1(v→) 
として，Jヂぞむらに対しては弓=汚とする.また，置換 σと互換 (tl，t2)との積置
換を σfと書く.すると
(σラ引い・ ，7rN) 宇=* (σヘ π; ぃ・・，7r~) 、 、 、 ，??? ? ??『????? 、 、
7SUp誌上限 (supremum)， infは下隈 (infimum)を表す.
-887-
講義ノート
Y 0(4) Y 0(3) Y 0(1) Y 0(2) Y 0(5) 
YJt(k) Y 1r(i) Y1r(k) YJt(j) 
X1 X2 X3 X4 X 5 






図 1:衝突のある経路の組 (π1ぅ・.，7rN)の 図 2:(a)経路町と向2・(b)経路 41と
例.鑑突点 uを通過する2つの経路的1 とπr
q を選ぶ.
は 1対 1に対応することが分かる.sgn(σ') = -sgn(σ)なので，組 (σぅ引い・ ，1fN)の
母関数(1.10)において， (1.11)の組の対は逆符号で足されるので相殺される.以上の
考察より，母関数(1.10)において箆突がある経路からの寄与は全て相殺されることが
示された.他方，非衝突の場合は σは彊等変換であり， sgn(σ) = 1であるから，結局
(1.10)は非衝突の経路のみの和になる.
1.4 非衝突Brown運動
}RNの部分集合W会={x E}RN : XlくX2< ・・・く XN}を考える.これは表現論では
AN-l型のWeyl領域とよばれているものである.W会i持の吸収壁Brown運動8の推
移確率密度関数，つまり時刻 0で W会内の点 x= (Xlぃ.，Xjけから出発した Brown
運動がW会から外に出ることなく時刻 tでW会内の点Y= (Yb.・ペジN)ヘ到達する確
率密度関数は，定理1.1のKarlin-l¥tfcGregorの公式より
fN(t， ylx) = l~1，~~N [p(仁仰 (1.12) 
8原点に吸収壁を量いた ((0，∞)内の) 1次元吸収壁 Brown運動の推移確率密裏関数は pを熱核
(1.1 )として， 9abs(Sぅx;tラ計二p(t-s，yjx)-p(t-s，yj-x)，O < s < t，x，y三0で与えられることが







ん (t，x)=ム九州x)dy (1.13) 
N 
で与えられることになる.ここで、dy= rdめである.
T > 0を回定して，有限な時間区間 (0ぅT]での非衝突Brown運動を定義する.こ
の過程 ~(t) = (~l(t) ぅ ~2(t)ぃ・ぺ ~N(t)) の推移確率密度関数 9%(δ ， x;t ， y) は，時刻 T
まで衝突しないという条件の下で，時刻 sで点 z三W会にいた N倍のBrown運動が
時刻 tで点 uεW会に到達する確率密度であり，
NN(T -t今y)















Ixl " 古→ υ (1.15) 
同 )=du(ぺ-1)=1旦f-Z3) 、 、?， ?? ??????， ，?? 、
であり， C1(lV)， C2(iV)はガンマ関数(1.6)を用いて
N 
C1(N) = (2π)N/2 rr(j)ぅ ら(J.V)= 2NI2 rr(j /2) (1.17) 
IN 
で与えられる.また，x二 (Xl'X2ぅ ，XN)に対してIxl= ，1L:x;とする.
漸近評語(1. 15) を用いると，非衝突 Brown 運動~(めは，非衝突条件を課す時間
T→∞の極限で，推移確率密度関数が
hN(y) 
N(t， ylx) =一一ー ん(t宅瓜y)ぅ t>Oぅ x， YE W~ (1.18) hN(x) 
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で与えられる時間的に斉次な拡散過程 ~(t) = ()(l(t)ラ)(2(t)ぃ・ぺ)(N(t))に収束するこ
とが分かる.ここで，
N ~2 工先制x)= 0 
である.これを使うと，PN(tぅ鋭利が次の編微分方程式を満たすことが導ける:
1ιθ2hlδ ~ P N ( t，YI x)= ~ ) ~ ，;_? P N ( t，YI x)+ ):一一一一-PN(t，ylx). (1.19) 合同ラ ム...1 X，; - Xf. dx l<k<N ~J 同
k:f=j 
これは(1.9)で d==3として得られる 3次元 Bessel過程の後進 Kolmogorov方程式
をN 変数に多変数拡張した形になっている. (1.9)に対応して Bessel過程の確率微
分方程式が(1.8)で与えられた.これと同様に， (1.19)に対応して非衝突 Brown運動
~(t) = ()(l(t)ぅ・・ぅ)(N(t))の確率部分方程式は













Sμ(x) = ~d 
μdENizy-Ki (1.21 ) 
そ定義する [4，21).分母は Vandermondeの行列式であり， (1.16)式で与えられた差積
と次の関係にある:




8μ(x) はれい • ，XNの iμ次の間次対称多項式であり， Schur関数とよばれる.μ=日
に対しては so(x)= 1である.sμ (x) は N 変数の多項式環 Z[Xlぃ • ，XN]の基底をな
す.次は行列式に対する多変数のTaylor展開の公式である.
補題 U 定数 ρがあって，内)が X=oの周りでψ(X)= LcnXn+ρ と展開できる
























一言Mρ日 ζ吋里cηj1 5_1~~N [(XjYk)nj] 
となる.n = (η1ぃ •，nN)の添え字に対して置換 σ三 6N を施したものを σ(n)= 
(nσ(1) ド • ，nσ(N))と書くことにする.一般に f(叫が nの対称関数であるとき(すな
わち，f(σ(n)) = f(n)ぅVσε 6Nであるとき〉
2ε二六桝n叫凡)人1謀 N[ド(い何z巧引柚jβ刈y仇ωkρkt
j川)γF叶η~オj] = 示2ε二f汽(n叫)2工二 1ぷ丘忠:畏iJ(Z巧引抑jY舟U仇附k
託 No' _- ロξNo' σε6N 一






である r Cnj は nの対称関数なので，以上より
dLN[内 jYk)]=里(明
ここで μj= nj - N + jラ1< j三N として， Schu玄関数の定義式(1.21)を用いる
と(1.23)が得られる.sμ(x)はぬい・ .， XNの|μ|次多項式であり，So(X) = 1なので，
lal-→0または Iyl-→Gでの漸近評缶として(1.24)が得られる.
さて
fN(t， ylx) = 対 _.1;_二εサ抗)2j(2t)1
1~三]， fb ごと 1 '1 I ¥/乙7rt I 
ー (27rt)-Nj2e一(IXI2+IYI2)j(2t) d~t _ _ IeXjYkjt I 1三j，kS-_N L J 
である そこで，仲)=♂jt= Lxn/(η!tn)として補題1.1の(1.24)を適用すると，
Ixl/v1→9または lyl/v1→0で
fN(t， ylx) =己乙-(laI2+IYI2)j(2t)hN( a )hN(y) x J 1+ 0 (1竺i凶リ (1.25) C1(N)- '~1 v\-/，~1V\è7 1 " l-， - ¥ v1' v1J J 
という評価を得る.ここで，C1(N)は(1.17)の最初の式で与えられる.したがって，
NN(t，a) =ムfN(t，yla)dy 





C2(N) = I e-laI2j2hN(x)da (1.26) 
Jw会
である. Selberg積分の変形の一つ [12]
r e-aIXI2IhN(a)12')' = (2π門 2α)-N仰山寸叩+わl (1.27) ゐ日r(l+γ) 












ることにする9 入(t)= (入1(t)守入2(t)ぃ.，A.N(t))を冗(1V)値過程三(t)= (もた(t)h三j必 N
の国有舘を成分に持つベクトルとする.ただし，大小関係ん(t)三入2約三.. .三九r(t)
を満たすものとする.このとき U(t)= (旬以t)h~j)k壬N を
U(t)t三(t)U(t)= A(t) = d吋ん(t)ム2(t)，. . . ，A.N(t)) 
というように，三(t)を対角化するユニタリ行列の族とする.




定理 2.1[一般化された Bruの定理] 複素数値過程もた(t);1壬j，k壬N を連続半マ
ルチンゲールとする.このとき三(t)の酉有値入(t)は次の確率微分方程式を満たす.
d入j( t)= dA1j ( t) + duち(t)ぅ t E (0， T)ぅ j = 1ラ2，..・ぅN. (2.1) 
ただし M(t)= (l¥IJ1(t)， j1.J2(t)，.ぺ MN(t))はdMj(t)dl¥h(t)= rjj，kk(t)dtであるマル
チンゲールであり， J ( t) = (J1 ( t )ぅJ2(t)ぃ・・ぅJN(t))は
dみ(t)= 、 1 1i入山 (t)}rjk，kj(t)dt十dYj(t)山~ry A.j (t) 一入k仙 tAj~7:)ヂ k~ 7:)J L J ヲ
たヲ正j
で与えられる有界変動過程である.ここで 1{ω}は条件 ωの指示関数であり，条件 ω
が成り立つときはしそれ以外は 0の誼を与える.
9証明のポイントは行列値の連続半マルチンゲールの積にItoの公式 (1.7)を適用することにある.Al 











ちた(t)= < 苧(t)， j = k αjk(t) = 。う j=k 
1 J2B~(t) ぅ j>k -J2Bkj(t)ぅ j>k 
とおく.
(i) GUE型行列値過程
三GUE(t)= (Sjk(t) + Vゴαjk(t)) ヲ tE [0ぅ∞) (2.2) 
¥ノ15:j，k5:N
で定義される冗(N)値過程を考える.任意の国定した tE [0ぅ∞)に対して 7三GUE(t)は
冗(N)値確率変数になるが，冗(N)の捧積要素U(dH)に対する確率密度関数は
Gu t-M/2/1¥ 
E(H， t) =一一;:¥exp ( -:，TrH2 )う Hε 冗(N)
C1 (N) ---r ¥ 2t ----} 
で与えられる.ここで，Trは行列のトレースをとることを表す.また， C1 (N) = 2Nj2πN2j2 
である.NxNユニタリ行列全体の集合を U(N)とおくと.f壬意の UE U(N)に対
して，確率 μGUE(H，のU(dH)はユニタリ変換 H→ UtHUの下で不変である.ランダ
ム行列理論では，このような不変性を持つ冗(N)値確率変数の統計集団を Gauss型
ユニタリ集毘 (Gaussianunitary ensemble， GじE)とよぶ [12，14]. この GUEの
固有値分布の密度関数は，ぬく X2く・・・くXNである a= (X11沿い.，XN) tこ対して
GUEf_.L¥ t-N2j2 __ ( la2¥ E(a， t) =一一"T¥exp ( -一一)hN(a)2 C1(N) --r ¥ 2t} (2.3) 




しておくことにする.まず d~jj(t)d~jj(t) = dBfj(t)dBfj(t) = dtがすぐに分かる.また
jくkのときには，d，ご}k(t)= dBJk(t)/V2 + VゴdB;k(t)/V2= d，石(t)であることに
注意すると，d~jk(t)dごjk(t) = dt/2 -dt/2 = 0， d~jk(t)d~kj(t) = dt/2 + dt/2ニ dtと
なることも分かる. (j， k)ヂ(ιm)，(m， f) のときには，独立性から dBJk (t)dB~(t) = 
dB]k(t)dB~m(t) = 0が成り立つので，d~jk(t)d~Rm(t) = 0となる.以上をまとめると
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dごJk(t)dcf'rn(t)= djrndkfdt， 1三jぅk，fラm 三N となる.この結果を用いて dl¥ifj(t )d1'vh (t)
を計算すると






とが示されたことになる.同様な計算により fjk，kj(t)= 1ぅ152j?k壬N が分かる.
(U(t)↑d3(t)U( t) )jには有界変動部分はないこと (dlj(t)= 0)に注意すると，一般化さ
れた Bruの定理から，入(t)の満たすべき確率微分方程式が






















GOE/0 _l¥ t-N(N十月/4 / 1 ¥ 
E(Sぅt) _ f 7¥ r¥ exp ( -;_l_壬S2)ぅ SE S(1V) 匂(!V) ~.~~ ¥ 2t -~~ ) 
であるような S(!V)舘確率変数を与える.ここで C2(!V)= 2N/2πN(N+l)/4である.
!Vx!V実直交行列全体の集合を O(!V)とおくと，任意の Vε O(!V)に対して，確
率 μGOE(Sぅt)V(dS)は直交変換 S→tvsvの下で不変である.このようなS(!V)値
確率変数の統計集団は Gauss型車交集団 (Gaussianorthogonal ensemble事 GOE)
とよばれている.GOEの臣有値分布の密度関数は，引く X2<・・・く XNである
X = (XlぅX2，". ，XN)に対して，











1.4節の結果と 2.2節 (i)の結果を見比べると， GUE霊行列僅過程の国有僅過程
入(t)= (入1(t)ぃ・.，AN)と非衝突 Brown運動 X(t)= (X1(t)ぅ・・・ぅXN(t))はともに，
グ=2の場合の Dyson模型の方程式を満たすことが分かる.したがって次が結論さ
れる.







は log関数で与えられることから， log-ポテンシャル系ともよばれる.さらには， 2 
体相互作用の粒子間距離依存性が寡乗到に従う粒子系は CDyson模型の場合は反比伊!
なので案指数が -1の案乗則である)，一般にCoulomb気体とよばれている.(1.20) 









Schramm-Loewner Evolution (SLE) 10 
4 統計力学模型とランダムな曲線の統計集団
4.1 平面上の統計力学模型の連続極限
複素平面 C上に正方格子Sを置く (s= z xゾ-lZぅZ三整数全体の集会).そし
て， s上の最近接ウオークが描く経路を考える.出発点が zE S，長さが η の経路全体
;泣ま叫昨町Z=イ(ω =ベ(い附州ω叫峨哨(伶例件O的瓜)，う ，w(岬ω叫仰(杓附η吋州)片ル)上:ω吋峨哨(仰例0的)戸=zω叫叫(υωjρ)同εES，色Uラ
でで、与えられる.ランタムウオーク (RW)とは経路の重みをすべて等しいとした一様分
布の続計集団をいう. I計三1=4nなので，各々の経路ωε 玖?の重みは 4-nである.
C J:tこ正方形の開領域Do= {x十戸以 -1く Z く 1，0く Uく 2}，をとり，その境
界 δDo上に 2点。=0 (原点)， p=2Aを指定する.NεNを定め，これらを
原点を中心に N詰する.そして，NO=Oから lVP= 2J.VyCIヘ至る R¥Vで，領域
NDoに含まれるもの全体をrlN(Do;OぅP)と書くことにして，その重みの総和を考え
る.これは，統計力学で、習った分配関数に相当する量である:
ZN(Do; 0， P) = L 4-1ω! 
ωεfI.N(Do;O，P) 
( 4.1) 
ただい経路 ωの長さを |ω|と記した.この量は N →∞で次のように減衰する:
ZN(Do; 0， P) ~ C(Do; 0， P)Iy-2→ O. Cf(lV) ~ g(N)， J.V→∞は f(iV)jg(N)→ 
1，N→∞の意味.)孫数 C(Do;OぅP)は領域 Doでの Poisson核 HDo(・ぅP)の原点
。εδDoでの法線微分で与えられる.
ループ捺去ランダムウオーク (loop-erasedRW: LERW) 。N(Do;OぅP)の元ω=(ω(0)，ω(1)γ・・)は一般にはω(j)= ω(k)，jく kとなる点を
含む.このとき，経路 ωは自己交差する，あるいはループを持つという.そのような
場合，次の操作によってωの部分からなる経路♀=(♀(0)ヲw(l)γ.. )を取り出すこと
によって，ループを消去することにする:お =0ぅ針。)= w(to) = 0として， m三1~こ
対して
tm = max {わら-1: w(f) =♀(tm-1 +斗 w(m)二戸(ω =W(tm-1 + 1)
10本稿は 2009年度日本数学会年会 (2009年 3月 26日-29日，於東京大学駒場キャンパス)での企




とする.NDo 内の 0 → NP の自己交差のない経路全体を n~(Do;0ぅP)と記すこと
Lこする.この集合の各元は，一般にはルーフ。を持つ幾つかの桔異なる RWから上の操





J(R47z)ニト叫 G三j三iω| ( 4.2) 
とする.W1/N は原点。を出発して，Iwl/N1/ν ステップ後に P= 2v=rに到達する
Do内の(空間刻み l/Nの)自己交差のない経路である.特定の νの値に対しては，
N →∞の極援で，原点から点 P~こ至る連続な出線?の統計集団が得られることが期
待される.(各畠線が点 Pに到達する「時刻Jt-y = Jim IωI/N1/νも確率変数となる.): 
N→∞ 
γ: (0ぅt-y)→ Do 連続? !境'"'(t)= 0ぅJEi守マ(t)= P， t-yε(0ぅ∞). (4.3) 
この畠線マのフラクタル次元は dLERW = 1/ν である.また γは単純曲線，つまり
'"( t1)ヂマ(t2)，0< むくら~ t-yであろう.LERWの連続極限として得られる連続な畠
隷 (4.3)全体を丈LERW(Do;OラP)と書くこと;こする.この空語κLERW(Do;OぅP)の各
元に対する重みをFfEfEP)とすると，その総和は C(Do;0，めであり





WJs=(ωε ~V~ :すべての 0三jくk三nに対して ω(j)内 (k)}
ある定数 2く〆く 3があって， IW~.ol r'-.J esn， n→∞であることが知られている11
Cf(n)竺民的ぅn→∞はlogf(n)r'-.J logg(n)，η →∞の意味.)そこで，自己交差しな
いウオーク ωに対してそれぞれ eβiバの重みを与えた統計集留を考えることにする.
これを自己回避ウオーク (SAW)という. (4.1)式に対応する SAWの分配関数は
ZfJvAW(Dω，P)= 乞 ε一β|ωl
ωξO~(Do;O ， P) 









戸?23ふうP)(・)= CSAW (Do; 0， P)μ?srop)(・)
と書くことにする.
臨界浸透模型(criticalpercolation model) 
国 3:T上の浸透模型と H 上の浸透探索過程. 1直1を黒丸，値 0を自丸で表した.
ここで、はcJ::Jこ三角格子を置く:ァ=exp(2π日 /3)として， T=十o十(什料品:
μεz}ただし， α=2/3として一日とする こうすると Tの双対格子であ
る格子関臨 αの蜂の巣格子 Hが，原点。と点 NP=2Nv-工NεNを含むように
なる.各点 zεT上に確率変数η(z)ε{Oぅ1}をBernoulli測度りう0三p三1で分布
させる:ジバボz)= 1) = p，り(η(z)= 0) = 1 -p.三角格子 Tは識維表面を表し，その




き確率 1で宥界であるが.P > 1/2では非有界となる確率が正となる.以下では，臨
界値Pc= 1/2の場合を考えるべ浸透模型の臨界値Pcは格子に依存する.Tの場合は
Pc = 1/2である.) Bernoulli槌度なので，重みの総和は領域のサイズ N に依らず lで
ある.このことは九位 =0を意味する.
NεNを定め.TnNDo=ANと書くことLこする.圏 3~こ N = 6の場合を示し
た.以下，この図を用いて説明する.ANの境界近くの格子点 zE Tで，点。と点
NPを結ぶ直線より右側のもの全体を δAt.左側のもの全体を δA元とする.そして
η(z) = 1ヲ泊三 δA丸η(z)=O，VzεδANと冨定する CDobr・ushin境界条件).これ以
外の領域 AN内部の配置はりに従ってランダムに分布させる.このようにして与えら
れた任意の配置 ηモ{O，l}TnNDoに対して.HηNDo上の原点。を出発点とする最
近接ウオーク ωで その経路の進行方向すぐ左側の三角格子点の値はすべて 0であり
(図では自丸).すぐ右測の三角格子点の笹はすべて Iである(黒丸〉ものが，一意的
に定まる.これを浸透探索過程とよぶ.再び，適当な指数 ν>0をもって (4.2)とお
いて連続極限 N→∞をとると，フラクタル次元 dper= 1/ν を持つ連続な曲線 (4.3)
が得られる.この曲線 γは単組曲線ではない.浸透探索過程の連続極限?に対する確
率分布関数をμ?瓦;O，P)(・)と記すことにする.
語界 Isi時模型 (criticalIsing model) 














上に得られる.特に βの植を T上の Ising模型の臨界値，sc= (log3)/4 = 0.27465・
に設定し，連続極限をとると，あるフラクタル次元 dIsingを持つ連続曲線 (4.3)が得ら











共形共変性 (conformalcovariance)と共形不変性 (conformalinvariance) 
任意の共形変換 (4.6)に対して，
(4.7) 





C(Do; 0， P)= 1j'(O)lblj'(P)lbC(f(Do); f(O)， 1(P))ラ (4.9)
μ(DOjO，P) ( . )μ(J(Do)jf(O)，J(P)) ( . ). (4.10) 























する.4.1館と同様にして この部分領域で LERWを考え その連続極摂の分布関数
























5 Schramm-Loewner Evolution (SLE) 
5.1 Riemannの写像定理
DぅD'がともに C上の単連結領域であり(ただし DぅD'=1 C)ぅムwεδD，z'，w' E 
8D'とする.Riemannの写像定理より，
共形変換 f:D→ Dぺ f(z) =どう f(官)=ぜ
となる lパラメタ一族が存在することが結論される.さらに If'(w)1= 1という条件
を課すと，共形変換は一意的に定まる.
上半平面を日={z E C : Im z > O}と記す.以上より，共形不変な確率分布関数
μ(亙;0，=)が与えられれば，任意の単連結領域 DcCヲDヂC，ムωεδDに対する確率
分布関数μ(D;z，w)が得られることになる.また，liI¥Dが有界でまろる単連結預域DC自
に対してw= f(官)=∞とすると，条件1'(叫1=1より d→∞でf(w') r-v江戸とな
る.このような状況では，共形共変性は次式で表される:
fo戸(D;z，=)(・)= 1f'(z)lb戸(f(D)J(z)，=)(・)ぅ zεδD. (5.1) 
5.2 Loewner方程式
ゥ:(0，00)→ Eを!町村t)= UoεRから J主γ(t)=∞に至るある lつの単純曲
線とする.上半平面亘から時刻 tまでの曲線(これを γ(0ぅtJと書く)を除いた領域
をlliI¥γ(0ぅtJと記すことにする.各 1ε(0ラ。0)に対して百¥マ(0ぅt]→盟なる共形変
換 fで limf'(z) = 1となるものは唯一定まる.これを 9tと書くことにする.これは
α(t) > 0として
α(t) . //'¥111-2 










定義域民 E耳は単調減少する.民の plOneほ po出を Hpion= U 8瓦で定義する.
O<s<t 
このとき，す(0)εRである曲線γ:ゅうっ。)→百でHflon= Ja u ，(0， tJとなるものがあ













(5.3) Ut = B(t) ただし9o(Z) =ムilgt(z)=α dtJq'-/ 9t(Z) -Utラ
を，提案者Schrammの名前を冠してSchramm-Loewner evolutionとよぶ[16]13 • 
2 
Schrammの記法に従い，パラメターをκε(0ぅ∞)としてα= とーおき， SLEκ と略記
κ 





定理 5.1(Lawler-Schramm-Werner [10]) 14 
形共変性と領域 Markov性を持つものはすべて，
数7κ モ(0ラ∞)で与えられる.
さらに変数 zE盟を正の実数(5.3)式でん(z)= 9t(z) -Ut =9t(Z) -B(t)と量き，
zに置き直すと
(5.4) ho(x) = x > 0 dflt(z)=dB(t)+-Ldtラん(x)
(5.5) 
これを(1.8)と見比べると
d-1 α= 一一一牛=今 d=2α+1 位二~d= ー十 1 ゃ==>κ= 一一一
κ d-1 
をf号る.
13残念なことに， Oded Schrammは昨年 2008年 9月 1日に登山中の事故で46歳の若さで亡くな
りました.
142006年の国際数学者会議 (10M2006)で，この3入のうち唯一 40才以下である WendelinWerner 
にフィールズ賞が与えられた [17].カナダ人数学者 JohnOharles Fieldsによって提唱され設立された
この賞は「数学のノーベル賞Jとも称されるが，受賞者誌 r4 0才以下j という棋限がある点がノーベ












ない.4 <κ く8のときの SLE曲線の様子. (c)上半平面 Eを埋めつくしていく曲線.κ ど8
のときの SLE曲線の様子.
なので，ht(りは確率過程としては x> 0を出発点とする (2α 十 1)= (4/κ+ 1)次元
Bessel過程と同一視することができる.Bessel過程の初期値依存性(Besselfiow)に
対する知識より 15，SLEκ 曲線は κの値によって， 3つの棺(phase)を持つことを示す
ことができる(図4参照).(5.5)の関係式より，d=2宇=今 κ=4ヲd= 3/2仁今 κ=8
という対応が得られるのである.
定理 5.2(Lawler-Schramm-Werner [10]) (a) 0くκ三4のときSLEκ 曲線 7は単
組曲線である.また，実轄に接することはない :γゅうつ0)ζ 誼. (b)κ>4のときはγ
は自己交差する，また， γ(0，∞)円R子五日である. (c)κ~8 のときマは E を埋めつ
くす :γ[0うつ0)=日
さらに次が証明されている.
定理 5.3(Beffara[1])κ 三8のとき SLEκ曲線γ(0ラヴ0)のフラクタル次元 CHausdorff
次元〉は次式で与えられる16: d(κ)=1+8 
15X > 0から出発した d次元 Bessel過程が初めて原点に到達する時刻を乙と記す.このとき次が成
り立つ.(i) d三2のとき P(乙=∞)= 1， Vx > O. (i) 1三d<2のとき P(乙<∞)= 1， Vx > O.
(ii) 3/2 < d < 2のとき，O<x<yに対して P(乙=九)> O. (iv) 1三d三3/2のとき，O<x<y
ならば P(Tx<九)= 1. 
16一般に d次元実空間 Rd中の集合 Vに対して， ε>0として，各々のサイズがε未満の加算留の








を考える.D ε Ð~こ対して ， D → E の共形変換で次の条件を満たすものを争D と書
くことにする〈一意的に定まる):争D(Z)= Z + 0(1)， Z→σo. SLEκ 曲線?に対して
句=吋t:，内自¥Dヂo}





















い.しかし Girsanovの定理という確率論の定理 [13，3] を用いると，次のようにして
居所マルチンゲール Mtを得ることが出来る17 複素関数fに対して， Schwarz微分
て，H':(V) = inf L(diam(Un)r~ とする ここで infは，このような全ての ε被覆全体の下限をとる
η>1 
ものとする.Hα(V)= li弔H':(V)をHausdorffα 測度という.集合 VのHausdorff次元は次式で
定義される:dimH(V) = inf{α :Hα(V) = O} = sup{α: HD:(V) =∞}. 
17j→∞で勺→∞となるようなマルコフ時刻の単調増加列 71<乃<・・・が存在して，各jに対

















dUr To.r.一、 ( f∞η1 ptUきり州市)= JIl∞ = l{r(い)c D}叫~ -c I 言S<Ts(孔)叫 (5.10) 
(Jf至。?っ0) 1. JO .1.":;' ) 










4 _，. 11 
dLERW = d(2) = ~う dSAWニ d(8/3)=一? dh同 =d(3) =ーヲ dper=d(8)=L 4' ~"~.. ¥ I 3 
5 _ .. 1 
bLERW = b(2) = 1ラ bSAW = b(8/3) =ーぅ bIsinp; = b(3) =~， bper = b(6) = 0 8 ' ~ l::;Wg ~ ¥ ~ ! 2ラ P
18 (i) t →ぉでマ(t) →∞かつマ(0うつむ)ζD ならば，争~(Ut) → 1 ， t →∞であることと， (i) 
sq，t(Ut) :; 0であることを用いる.κ三;4ならば (i)の条件が満たされる.詳しくは (10];を参照.








η(η2 - 1) 








Ink，' . ぅη1;b) = L一向・・・L-nllb)， 。く n1 ~三 n1 <... 三 nk 
を基底とする空間をVerma加群という.各基底は Loの酉有状態になっている:
Lolnkl・ 1n1; b) = (b + n1 +・・・+nk)lnkγ ・・ぅ問;b). 
Lo の固有値から b を差し引いたI:~=1 njをレベiレとよぶ.
レベル 2の基底はL-1L-1Ib)とL-2Ib)の2つであるが，
( 怜桝伴仙山i拝hμLん以2メ 一一 I = det I -， -， - - I = 0 




(1 ~ ~ 2b + 1 ~ ¥ 















? ?? ? (6.4) 
??? ?
「第54回物性若手夏の学校 (2009年度)J 
となる.ところが， (5.7)式と (5.8)式から κを消去してbとcの関係を求めると，こ




1 82αδ 2 2b+ 1 一一一一-2δx2 ' Xδxう山 κ 3 
に対応することになる.これは (2α+1)次元Bessel過程(5.4)の生成作用素(generator)
δ 
g(2α+1)に他ならない.(後進 Kolmogorov方程式(1.9)特:.u = g(d)u.) SLEκ は (5.8)
θt 
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